PYTHAGOREISCHE ZAHLENTRIPEL (SUNI, AUGUST 2020)

ULRICH GORTZ

1. EINLEITUNG

1.1. Anleitung. Diese “Veranstaltung” hat drei Teile:

e ein Lernvideo,
« diese Notizen zum Vortrag,
« eine Videokonferenz, in der wir Ihre Fragen diskutieren konnen.

Mein Vorschlag ist, dass Sie sich als erstes das Video anschauen sollten. Gegebe-
nenfalls konnen Sie danach auf die Notizen zuriickkommen, die an einigen Stel-
len detaillierter sind und einige Querverweise enthalten. In jedem Fall sollten Sie
Ihre Fragen zu Video und Notizen notieren und in der Videokonferenz stellen.
Wenn Sie méchten, konnen Sie dort auch gerne noch weitere Informationen zum
Mathematikstudium erfragen.

1.2. Mathematisches Ziel dieses Vortrags. Das mathematische Thema des Vor-
trags sind die im Titel genannten pythagoreischen Zahlentripel, das heifdt drei natiir-
liche Zahlen a, b, c mit der Eigenschaft a® + b* = ¢ - zum Beispiel (12,5,13), denn
122 +52 = 144+25 = 169 = 13%. Es handelt sich dabei um ein Thema der Zahlentheo-
rie (weil wir nur nach natiirlichen Zahlen mit dieser Eigenschaft fragen).

Als Vorwissen wird fiir diesen Vortrag nur Schulmathematik der Mittelstufe be-
notigt (der Satz des Pythagoras, das Aufstellen einer Geradengleichung). Dennoch
wird es im Verlauf des Vortrags durchaus etwas kompliziert.

1.3. SUNI. Als Teil der Sommer-Uni hat der Vortrag auch das Ziel, Ihnen einen
kleinen Einblick zu geben, wie Mathematik im Studium “betrieben” wird, wo teil-
weise sehr abstrakte Fragen systematisch untersucht werden und alle Schritte ge-
nau bewiesen werden.

Die Inhalte in der Mathematik bauen stark aufeinander auf, und manchen Schrit-
ten (in einer Mathematikvorlesung, und genauso vermutlich in diesem Vortrag)
kann man nur folgen, wenn man das benotigte Vorwissen wirklich parat hat. Im
Video haben Sie natiirlich die Moéglichkeit, den Film einfach mal anzuhalten und
etwas nachzurechnen, noch einmal zu durchdenken, oder auch nachzuschlagen.
Diese Moglichkeit sollten Sie auf jeden Fall nutzen, wenn Sie das Gefiihl haben,

abgehdngt zu werden.
1
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2. PYTHAGOREISCHE ZAHLENTRIPEL

2.1. Der Satz des Pythagoras. Wir beginnen mit einer kurzen Wiederholung des
Satzes des Pythagoras. Sei A ein rechtwinkliges Dreieck. Wie iiblich nennen wir
die beiden Seiten von A, die an dem rechten Winkel anliegen, die Katheten, und die
Seite, die dem rechten Winkel gegeniiberliegt, die Hypotenuse des Dreiecks.

Satz 2.1(Pythagoras). Sei A ein rechtwinkliges Dreieck. Seien a und b die Lingen der beiden
Katheten, und sei c die Linge der Hypotenuse von A. Dann gilt

a’+b* =%
Bemerkung 2.2. Auch wenn der Satz traditionell Pythagoras (ca. 550 v. Chr.) zuge-

schrieben wird, war er mit ziemlicher Sicherheit schon vorher bekannt.

Beweis. Es gibt viele Beweise fiir den Satz des Pythagoras. Der folgende ist viel-
leicht einer der einfachsten. Wir betrachten die folgende Figur, in der das recht-
winklige Dreieck mit Kathetenldngen a und b viermal vorkommt.

b a

a b

Wir kénnen die Fldache des groflen Quadrats auf zweierlei Arten berechnen: Die
Seitenldnge des Quadrats ist a + b, also ist die Flache

(a+b)?> =a’®+2ab+ b

Andererseitsist die Flache die Summe der Teilflichen: viermal die Flache des Drei-
ecks, also zweimal die Fliche des Rechtecks mit Kantenldngen a und b; und die
Flache des Quadrats in der Mitte, das Seitenldnge ¢ hat. Damit ergibt sich fiir die
Flache

2ab+ .


https://de.wikipedia.org/wiki/Pythagoras
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Wir erhalten also
a’+2ab+b*=2ab + ¢,

und indem wir auf beiden Seiten 2ab abziehen das gewiinschte Ergebnis
a’+b* = c*.

Eine Bemerkung zum Schluss: Priifen Sie noch einmal genau, dass die geometri-

sche Figur wirklich alle Eigenschaften hat, die wir im weiteren Beweis ausgenutzt

haben. Ist der Bereich in der Mitte wirklich ein Quadrat, oder konnte es ein Vier-

eck mit vier gleichlangen Seiten (eine Raute) sein, das aber kein Quadratist? [

Umgekehrt gilt: Sind a,b und c positive Zahlen mit a® + b? = ¢? so gibt es ein recht-
winkliges Dreieck mit Seitenldngen a, b, c.

In der Tat kann man ein solches Dreieck konstruieren, indem man die beiden Ka-
theten mit rechten Winkeln zueinander zeichnet, und dann zu einem rechtwink-
ligen Dreieck ergénzt, indem man die beiden freien Endpunkte verbindet. Nach
dem Satz des Pythagoras ist die Linge der Hypotenuse des gezeichneten Dreiecks

dann Vv a? + b?, und dies ist gerade gleich c.

2.2. Rechtwinklige Dreiecke mit ganzzahligen Seitenlidngen. Esistgeometrisch
klar, dass es zu gegebenen Zahlen a,b > 0 auch ein rechtwinkliges Dreieck mit
diesen beiden Zahlen als Langen der Katheten gibt. Man kann ja einfach entspre-
chende Strecken in der Ebene einzeichnen, die sich in einem rechten Winkel tref-
fen, und die beiden freien Eckpunkte verbinden.

Uberlegen Sie sich, unter welchen Bedingungen es zu zwei Zahlen a,c > 0 ein
rechtwinkliges Dreieck gibt, dessen eine Kathete Lange a, und dessen Hypotenu-
se Liange c hat.

Wesentlich subtiler ist aber die folgende Frage: Dabei bezeichnen wir mit N die
Menge der (positiven) natiirlichen Zahlen,

N=1{1,23,...}.

Gegeben a € N, gibt es ein rechtwinkliges Dreieck mit ganzzahligen Seitenldngen
b,ceNdazu?

Wie wir bereits gesehen habe, konnen wir die Frage so umformulieren: Gegeben
eine natiirliche Zahl a, wann gibt es natiirliche Zahlen bund c, so dass a® + b* = ¢?
gilt? Sicherlich ist das manchmal so: Zum Beispiel gilt 32 + 42 = 52,

Analog kann man die Frage stellen, welche natiirlichen Zahlen c als Lange der
Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck mit ganzzahligen Seitenldngen auf-
treten konnen. Im folgenden werden wir diese Fragen genauer analysieren. Dazu
fiihren wir als erstes die folgende Sprechweise ein:
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Definition 2.3. Wir nennen drei natiirliche Zahlen (a, b, ¢) ein pythagoreisches Zah-
lentripel (PZT), wenn a® + b* = ¢? gilt.

Aufgabe 2.1. Finden Sie ein PZT, in dem alle drei Zahlen gréfer als 1000 sind. (Das
istnicht so schwierig, aber Sie werden von der Antwort unten vielleicht enttduscht
sein...)

2.3. Primitive Pythagoreische Zahlentripel. Wennwir diedrei Zahlen eines PZT
alle mit derselben Zahl multiplizieren, so erhalten wir ein neues PZT. Zum Bei-
spiel konnen wir aus (3,4,5) durch Multiplikation mit 2 das PZT (6, 8,10) machen,
durch Multiplikation mit 3 das PZT (9,12,15), und so weiter. Durch Multiplikation
mit 1000 erhalten wir (3000,4000,5000) und damit eine einfache Losung fiir Auf-
gabe @ Wenn Ihnen das ein bisschen zu banal vorkommt, dann haben Sie vollig
recht. Diese PZT, die durch Multiplikation aus einem anderen PZT entstehen, sind
nicht so interessant, um die Struktur des Problems zu verstehen.

Andersherum kann man manchmal alle drei Zahlen durch dieselbe Zahl dividie-
ren. Auch dann erhilt man ein neues PZT. Beispielsweise bekommt man aus (25,60, 65)
das PZT (5,12,13), indem man alle Eintrage durch 5 teilt.

Um einen Begriff zu haben, der nur die “interessanten” PZT umfasst, definieren
wir:

Definition 2.4. Ein PZT (a, b, ¢) heifdt primitiv, wenn a, b, ¢ keinen gemeinsamen
Teiler aufler 1 haben. Wir sprechen dann von einem primitiven Pythagoreischen Zah-
lentripel (PPZT).

Wenn zwei (oder mehr) Zahlen keinen gemeinsamen Teiler aufler 1 haben, nennt
man sie teilerfremd. Zum Beispiel sind 6 und 15 nicht teilerfremd; aber die drei Zah-
len 6, 15 und 25 sind teilerfremd.

Sei (a, b, ¢c) ein PPZT. Uberlegen Sie sich, dass je zwei der drei Zahlen a, b, c teiler-
fremd sind (d.h., a und b sind teilerfremd; a und c sind teilerfremd; b und c sind
teilerfremd).

Eine Tatsache, die schwieriger zu zeigen ist, ist die folgende:

Aufgabe 2.2. Sei (a, b, c) ein PPZT. Begriinden Sie, dass eine der Zahlen a, b gerade
ist (aber nicht beide), und dass c ungerade ist.

Hinweis. Betrachten Sie den Rest bei Division durch 4. Zeigen Sie als erstes, dass
eine gerade Quadratzahl immer Rest 0 bei Division durch 4 hat, und dass eine un-
gerade Quadratzahl Rest 1 bei Division durch 4 hat.

IEin Tripel bezeichnet einfach eine Liste von drei Zahlen. Wir schreiben diese Zahlen dann oft
zwischen Klammern (...), um anzuzeigen, dass sie zusammengehdoren.
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ABBILDUNG 2.1. Die Keilschrifttafel Plimpton 322 (ca. 1800 v. Chr.,
siehe auch die englische Wikipedia-Seite mit mehr Informationen),
aufder einige pythagoreische Zahlentripel zu finden sind, zum Bei-
spiel (2291,2700,3541). Bildquelle: Wikipedia (Public Domain)

Mit dem Begriff des PPZT kdonnen wir die folgende Variante von Aufgabe @ stel-
len, die interessanter, aber auch schwieriger ist:

Aufgabe 2.3. Finden Sie ein PPZT, in dem alle drei Zahlen grofier als 1000 sind.

Mit den Ergebnissen, die wir im folgenden erarbeiten werden, ist die Losung die-
ser Aufgabe ganz leicht. Aber versuchen Sie es trotzdem jetzt schon einmal!

2.4. Eine Formel fiir PPZT. In diesem Abschnitt werden wir eine Formel herlei-
ten, die esunssozusagen erlaubt, eine Liste aller PPZT herzustellen. Insbesondere
werden wir damit direkt die folgenden Eigenschaften sehen kénnen:

(1) Es gibt unendlich viele verschiedene PPZT. Wir kénnen unmittelbar PPZT
hinschreiben, in denen alle Eintrdge grofier als eine gegebene Zahl sind
(vgl. Aufgabe @)

(2) Zujeder natiirlichen Zahl, die grofRer als 2 ist, gibt es ein PZT, in dem diese
als einer der drei Eintrége vorkommt.

(3) Sei d > 1 eine natiirliche Zahl. Es gibt genau dann ein PPZT, in dem d vor-
kommt, wenn entweder d ungerade ist, oder wenn d durch 4 teilbar ist.

Das Ergebnis, das wir beweisen wollen, ist der folgende Satz.

Satz 2.5. (1) Seien m, n teilerfremde natiirliche Zahlen, von denen eine gerade ist. Es sei
n > m. Dannist 2mn, n®> — m?, n® + m?) ein PPZT.


https://de.wikipedia.org/wiki/Plimpton_322
https://en.wikipedia.org/wiki/Plimpton_322
https://en.wikipedia.org/wiki/Plimpton_322

6 ULRICH GORTZ

(2) Sei (a, b, c) ein PPZT, und sei a gerade (vergleiche Aufgabe @) Dann gibt es Zahlen
m, n wie in Teil (1), so dass

a=2mn, b=n*>-m? c=n*+m?.

Der Beweis von Teil (1) ist relativ einfach. Die Gleichheit a* + b* = ¢? kann man
direkt nachrechnen:

emn)? +(n? — m?)? =4m?n® + n* - 2n*m* + m* = n* + 2n*m*m* = (n* + mH>.
Damit kann man auch sofort Aufgabe @ 16sen. Mit m = 12345678, n = 123456789

erhalten wir zum Beispiel das PPZT
(3048315527815884,15089162984910837,15393994515470205).
(Macht Ihr Taschenrechner da noch mit?)

Wir miissen noch begriinden, dass es sich wirklich um ein primitives PZT handelt.
Dazu benutzen wir, dass jede natiirliche Zahl eine eindeutige Zerlegung als Pro-
dukt von Primzahlen hat (bis auf die Reihenfolge der Faktoren). Wenn a, b und ¢
einen gemeinsamen Teiler haben, der grofier als 1 ist, dann gibt es auch eine Prim-
zahl p, die a, b und c teilt. Dann teilt p auch die Zahl b + ¢ = 2n?, und es folgt (aus
der eindeutigen Primzaktorzerlegung), dass p = 2 oder dass p ein Teiler von 7 ist.
Genauso teilt p auch c— b =2m?.Ist p # 2, soist also p ein Teiler sowohl von m als
auch von n, im Widerspruch dazu, dass wir m und n teilerfremd gewidhlt haben.
Die einzige Primzahl, die eventuell alle drei Zahlen a, b und c teilen kdnnte, ist
also die 2.

Nun ist nach Voraussetzung genau eine der beiden Zahlen m und n gerade. Also
ist a gerade (sogar durch 4 teilbar), und b und ¢ sind ungerade. Daher ist die 2 kein
gemeinsamer Teiler der Zahlen a, b und ¢, und es handelt sich um ein PPZT.

Damit ist Teil (1) bewiesen.

Es bleibt noch der Beweis von Teil (2) zu erledigen, also zu zeigen, dass man so
wirklich alle PPZT darstellen kann. Dieser Beweis wird (hoffentlich) auch erkla-
ren, wie man vielleicht auf diese Formel kommen konnte.

2.5. DerEinheitskreis. Wirwerden einen geometrischen Standpunkteinnehmen,
aus dem sich letztlich die gesuchte Formel fiir PPZT ergibt. Dabei arbeiten wir in
der reellen Zahlenebene, d.h. in der Ebene, in der jeder Punkt durch seine Koordi-
naten (x, y) bestimmt ist. Dabeisind x und y reelle Zahlen. Den Punkt (0,0) nennen
wir den Ursprung.

Der Satz des Pythagoras zeigt, dass der Abstand zwischen dem Ursprung und
dem Punkt (x,y) gerade \/x?+ y? ist, denn die Verbindung zwischen Ursprung
und (x, y) ist die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks mit Ecken (0,0), (x,0)
und (x, ). Die Langen der Katheten sind x und y.
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(x,y)

ABBILDUNG 2.2. Der Satz des Pythagoras, angewendet aufdas hier
eingezeichnete rechtwinklige Dreieck, zeigt, dass die Punkte (x, y)
auf dem Einheitskreis gerade diejenigen sind, fiir die x* + y* = 1 gilt.

Unter dem Einheitskreis versteht man den Kreis um den Ursprung mit Radius 1, al-
so die Menge aller Punkte, die Abstand 1 zum Ursprung haben. Mit anderen Wor-
ten: Ein Punkt (x, y) liegt genau dann auf dem Einheitskreis, wenn

x2+y2:1

gilt.

2.6. Der Einheitskreis und PZT. Ist (a, b, c) ein PZT, so gilt a* + b* = ¢?. Teilen wir
beide Seiten der Gleichung durch c¢?, so erhalten wir

—| +[=] =1,
c c
das bedeutet, dass der Punkt (a/c, b/c) auf dem Einheitskreis liegt.

Ist andererseits (x, y) ein Punkt auf dem Einheitskreis mit positiven rationaleng
Koordinaten, so erhalten wir durch Multiplikation mit einem gemeinsamen Nen-
ner von x und y ein PZT.

Schreibt man x und y als gekiirzte Briiche und multipliziert dann mit dem klein-
sten gemeinsamen Nenner, so erhilt man ein PPZT. (Man kann sich tiberlegen,
dass x und y als gekiirzte Briiche automatisch denselben Nenner haben, wenn der
Punkt (x, y) aufdem Einheitskreis liegt.) Auf diese Weise erhalten wir eine genaue
entsprechung zwischen Punkten auf dem Einheitskreis mit positiven rationalen
Koordinaten und PPZT.

2Als rationale Zahlen bezeichnet man alle Zahlen, die sich als Bruch von zwei ganzen Zahlen
darstellen lassen.
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Beispiel 2.6. Vom PPZT (3,4,5) erhalten wir den Punkt (£,%) auf dem Einheits-
kreis.

Vom Punkt (%, 15—3) erhalten wir das PPZT (12,5,13).

Wir haben damit die Fragestellung wie folgt umformuliert: Finde eine Formel fiir
alle Punkte auf dem Einheitskreis mit positiven rationalen Koordinaten. Wenn
wir diese Frage beantworten kénnen, konnen wir daraus eine Formel fiir PPZT
herleiten.

(X0, Yo)

(07 - 1)

ABBILDUNG 2.3. Die stereographische Projektion des Einheits-
kreises vom Siidpol auf die x-Achse.

Um diese Punkte auf dem Einheitskreis zu beschreiben, benutzen wir die soge-
nannte stereographische Projektion. Der Name ist komplizierter als das, worum es
uns gehen wird: Gemeint ist einfach, dass wir jedem Punkt auf dem Einheitskreis
mit positiven rationalen Koordinaten eine rationale Zahl zwischen 0 und 1 zuord-
nen kdnnen, indem wir den gegebenen Punkt mit dem “Siidpol” (0, —1) verbinden
und den Schnittpunkt mit der x-Achse betrachten. Umgekehrt konnen wir eine
gegebene rationale Zahl zwischen 0 und 1 auf der x-Achse betrachten, den Punkt
auf der x-Achse mit dem Siidpol (0,—1) verbinden und den Schnittpunkt der so
entstehenden Geraden mit dem Einheitskreis betrachten. Wie wir unten ausrech-
nen werden, erhalten wir einen Punkt auf dem Einheitskreis mit positiven ratio-
nalen Koordinaten.

Bemerkung 2.7. Auf dieser Seite konnen Sie das interaktiv ausprobieren.


https://geometry.de/suni2020/html/stereo.html
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Vom Punkt auf dem Einheitskreis zur rationalen Zahl zwischen 0 und 1. Gegeben einen
Punkt (xg, yo) auf dem Einheitskreis mit positiven rationalen Zahlen xog, Yo, stel-
len wir die Gleichung der Geraden durch den Siidpol (0, —1) und den Punkt (xo, yo)
auf:
Yo+ 1
X0

g: y= x—1.

Siehe Abbildung @ (Die Steigung y‘;—zl lesen wir am Steigungsdreieck zwischen
(0,—1) und (x, yo) ab, der y-Achsenabschnitt ergibt sich direkt, da die Gerade durch
den Punkt (0,-1) verlduft.) Um den Schnittpunkt mit der x-Achse zu berechnen,
setzen wir in der Geradengleichung y = 0 und 16sen nach x auf. Wir erhalten x =

541 (eine Bruchzahl zwischen 0 und 1).

Von der rationalen Zahl zwischen 0 und 1 zum Punkt aufdem Einheitskreis. Interessant(er)
ist jetzt, dass wir auch andersherum vorgehen konnen. Ist ndmlich ¢ eine rationa-
le Zahl zwischen 0 und 1, so konnen wir die Gerade durch (0, —1) und (t,0) betrach-
ten. Sie hat die Geradengleichung

: =—-x—-1.
8 y tx

Wir berechnen den Schnittpunkt (x, y) dieser Geraden mit dem Einheitskreis. Der
Schnittpunkt erfiillt die Geradengleichung g, und andererseits gilt x>+ y> =1, da
der Punkt auf dem Einheitskreis liegt. Wir erhalten also

1=x*+y* =x*+(x/t—-1)* = A+ 1/t5)x* = 2x/t + 1,
d.h. x =0 oder

1 12
Die Losung x = 0 liefert uns den Stidpol (0, -1) des Einheitskreises. Die andere L6-
sung liefert den Punkt

2 (F+Dx

22 2t
x: = ,
tr2+1) 2+1
_ 2
Y=o

Um aus diesem Punkt auf dem Einheitskreis (mit rationalen Zahlen als Koordina-
ten) ein (P)PZT zu machen, miissen wir die Nenner loswerden. Im ersten Schritt

5Wir schreiben jetzt einen Index 0 an die Koordinaten, weil wir x und y als die Variablen der
Geradengleichung verwenden méchten.
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multiplizieren wir beide Koordinaten mit 2 + 1 und erhalten

a =2t,
b=2—(*+1)=1-1¢%,
c=tr+1,

mit (a)? + (b')? = (¢)2.

Die Zahlen a, b, c werden aber auch noch Nenner haben, weil ¢ keine ganze Zahl
ist. Wir schreiben ¢ = 7% als gekiirzten Bruch (d.h. 72,7 > 0 sind teilerfremd), und
multiplizieren a’, b', ¢/ mit n?. Wir erhalten

a=2mn,
b=n?>-m?
c=n®+m?.

Weil ¢ nach Voraussetzung kleiner als 1 ist, d.h. 7t < 1, gilt m < n, d.h. b > 0. Also
ist (a, b, c) ein PZT.

Sind m und n ungerade, so sind a, b und c oben alle durch 2 teilbar, daher ist
(a, b, c) kein PPZT. Wenn wir die Ausdriicke oben alle durch 2 teilen, erhalten wir
das PPZT (mn, (n®>-m?)/2,(n*+m?)/2),in dem allerdings nun der erste Eintrag un-
gerade ist. In Satz @ (2) betrachten wir aber nur PPZT, in denen der erste Eintrag
gerade ist. Daher ist dieser Fall (m, n beide ungerade) nicht relevant fiir uns.

Ergdnzung 2.8. Wenn mund nungerade sind, sind mn, (n* —m?)/2und (n? + m?)/2
natiirliche Zahlen, die ein PZT bilden. Es ist nicht sehr schwer zu zeigen, dass die-
se Zahlen tatséchlich teilerfremd sind, d.h. ein PPZT bilden, wie oben behauptet.

Dann ist natiirlich auch ((n? —m?)/2, mn, (n?+m?)/2) ein PPZT, und muss sich folg-
lich nach Satz @ (2) in der dort angegebenen Form schreiben lassen. Es gibt also
Zahlen m/', n' (die Symbole m und 7 sind ja schon in Gebrauch), so dass gilt
(n*—m®)2=2m'n', mn=)?-m)? (n*+m*/2=n")?+m)
In der Tat kénnen wir solche m/', n’ leicht angeben. Wir setzen nimlich
, n+m , n—-m
n = , m' =
2 2

Man rechnet dann leicht nach, dass die obigen Gleichungen gelten (und dass m’
und 7’ teilerfremd sind, sowie dass eine der beiden Zahlen gerade sein muss).

Da m und n teilerfremd sind, konnen sie nicht beide gerade sein.

Ist genau eine der beiden Zahlen m und n gerade, so erhalten wir ein PPZT, in dem
der erste Eintrag gerade ist (das haben wir uns oben, beim Beweis von Teil (1) des
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Satzes, schon iiberlegt). Da die anderen Fille, wie wir soeben gesehen haben, kei-
ne PPZT mit dieser Eigenschaft liefern, und unsere Methode alle PPZT produziert,
ist Teil (2) des Satzes damit bewiesen.

2.7. Welche natiirlichen Zahlen sind Seitenlingen eines rechtwinkligen Drei-
ecks? Wir konnen nun zu der Frage zuriickkommen, welche natiirlichen Zahlen
in einem PZT, oder in einem PPZT, vorkommen kénnen. Dabei kénnen wir noch
zwischen einem Auftreten als einer der ersten beiden Eintrédge (sozusagen als Lan-
ge einer Kathete), bzw. einem Auftreten als dritter Eintrag (d.h. als Lange der Hy-
potenuse) unterscheiden.

Dabei ist wieder der entscheidende Schritt zu verstehen, wie es sich im Fall von
PPZT verhilt. Fir das Auftreten einer Zahl in einem PZT ist dann einfach die Fra-
ge,obdie Zahlirgendeinen Teiler > 1 hat, derin einem PPZT auftritt.(Man beachte
dabei, dass 1 kein méglicher Eintrag in einem PPZT ist. Warum?)

Magliche Kathetenlingen. Als Kathetenldngen eines PPZT konnen Zahlen der Form
2mn und der Form n? — m? auftreten, wobei m, n teilerfremde natiirliche Zahlen
mit n > m sind, so dass eine der Zahlen m, n gerade ist.

Daraus ergibt sich, dass jede ungerade Zahl b > 1 als zweiter Eintrag in einem PPZT
auftreten kann. Wir konnen nédmlich, weil b ungerade ist, b in der Form 2n -1 fiir
ein geeignetes n schreiben. Wir setzen aufSerdem m = n—1. Dann sind m, n positiv,
teilerfremd und eine der Zahlen m, n ist gerade (warum?). Aufierdem gilt

nw-mf=n*-m-1*=n*-n*+2n-1=>n.

Sei nun a eine durch 4 teilbare Zahl. Wie schreiben a = 2n (also ist n gerade) und
setzen m = 1. Dann sind m, n positiv, teilerfremd und eine der Zahlen m, n ist
gerade (warum?). Auflerdem gilt a = 2mn.

Ist andererseits a eine gerade Zahl, die aber nicht durch 4 teilbar ist, so kann a
nicht einer der ersten beiden Eintrige eines PPZT sein (warum?).

Fiir die moglichen Kathetenldngen in einem PZT erhalten wir damit: Jede natiir-
liche Zahl, die grofier ist als 2, tritt als einer der ersten beiden Eintrige eines PZT
auf. (Denn entweder wird die Zahl von einer ungeraden Zahl geteilt, oder es han-
delt sich um eine Zweierpotenz, die — weil sie grofier als 2 ist — durch 4 teilbar ist.)

Mogliche Hypotenusenlingen. Schwieriger ist die Frage nach moglichen Langen der
Hypotenuse in einem PPZT. Mit dem bereits erreichten Ergebnis konnen wir die
Frage so umformulieren: Welche ungeraden natiirlichen Zahlen sind die Summe
von zwei positiven Quadratzahlen?
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Beispiel 2.9. Zum Beispiel ist 65 = 82 + 12 die Summe von zwei positiven Quadrat-
zahlen. Mit m = 1, n = 8 liefert uns also unsere Formel oben ein PPZT mit drittem
Eintrag 65.

Die Zahl 11ist nicht die Summe von zwei positiven Quadratzahlen, wie man durch
Ausprobieren feststellt. Es gibt aber auch groflere Zahlen (sogar beliebig grofie),
die nicht Summe von zwei Quadratzahlen sind, zum Beispiel 9617531.

Die Antwort auf diese Frage ist seit langem bekannt (Zwei-Quadrate-Satz, bewie-
sen von A. Girard, 1625), erfordert aber noch ein bisschen mehr Arbeit ... Das Er-
gebnis ist aber einfach zu formulieren und lautet:

Satz 2.10. Eine ungerade Zahl c > 1 ist genau dann die Summe von zwei positiven Quadrat-
zahlen, wenn alle Primzahlen, die c teilen, bei Division durch 4 den Rest 1 haben.

Beispielsweise sind 5,13 und 17 erlaubt; also treten 65 und 1445 als dritter Eintrag
in einem PPZT auf (denn 1445 = 5-17%; konnen Sie so ein PPZT finden?). Aber 11
ist nicht erlaubt, also kann 121 nicht der dritte Eintrag in einem PPZT sein.

Fiir die moglichen Hypotenusenldngen in einem PZT erhalten wir damit: Eine
Zahl c tritt genau dann als dritter Eintrag in einem PZT auf, wenn es eine Prim-
zahl gibt, die c teilt und die bei Division durch 4 den Rest 1 hat.

3. AUSBLICK
Zum Schluss noch ein paar Bemerkungen als Ausblick auf verwandte Themen.

3.1. Summen von dritten Potenzen. Wir haben die Frage angesprochen, welche
Zahlen sich als Summen von zwei positiven Quadratzahlen schreiben lassen. Ei-
ne dhnliche, aber noch offene Frage ist, welche ganzen Zahlen sich als die Summe
von drei dritten Potenzen schreiben lassen, also in der Form x> + y® + 23 fiir ganze
Zahlen x, y, z. Diese Fragesetllung ist einerseits sehr dhnlich, andererseits aber
auch insofern unterschiedlich, als die dritte Potenz einer negativen Zahl wieder
negativ ist und wir hier fiir x, y, z auch negative (ganze) Zahlen zulassen. Daher
konnen x, y und z Zahlen sein, die (betragsmifig, also unter Vernachlésssigung
des Vorzeichens) sehr grof sind, aber so dass der Ausdruck x* + y° + z° im End-
ergebnis keine sehr grofie Zahl ist.

Das bedeutet auch, dass es nicht ausreicht, eine endliche Anzahl von Moglich-
keiten durchzuprobieren, um mit Sicherheit auszuschliefien, dass eine gegebene
Zahl eine Summe von drei dritten Potenzen ist.

Beispielsweise wurde erstim Jahr 2019 (von Andrew Booker mit erheblichem Com-
putereinsatz) eine Moglichkeit gefunden, 33 als Summe von drei dritten Potenzen
zu schreiben, und zwar

33 =8866128975287528° + (—8778405442862239)° + (—2736 111468807 040)°.


https://de.wikipedia.org/wiki/Zwei-Quadrate-Satz

PYTHAGOREISCHE ZAHLENTRIPEL 13

Siehe Wikipedia.

Bei anderen relativ kleinen Zahlen ist es nach wie vor nicht bekannt, ob es so eine
Darstellung gibt. Die offenen Fille von Zahlen unter 1000 sind 114, 390, 579, 627,
633, 732,921 und 975.

Die folgende Aufgabe gibt eine Klasse von Zahlen an, fiir die es eine solche Dar-
stellung nicht geben kann.

Aufgabe 3.1. Sei n eine natiirliche Zahl, die bei Division Rest 4 oder 5 hat (zum Bei-
spiel 13 oder 32). Zeigen Sie, dass n sich nicht als Summe von drei dritten Potenzen
darstellen lasst.

Es wird vermutet, dass sich alle anderen ganzen Zahlen als Summe von 3 dritten
Potenzen schreiben lassen.

3.2. Kongruente Zahlen. Eineweitere, dhnliche Fragestellung, diein Verbindung
steht zur Vermutung von Birch und Swinnerton-Dyer, einer tiefliegenden Vermu-
tung der Zahlentheorie, ist die Bestimmung der kongruenten Zahlen. Eine kon-
gruente Zahl ist eine natiirliche Zahl, die der Fldcheninhalt eines rechtwinkligen
Dreiecks mit rationalen Seitenlédngen ist.

Mit anderen Worten: Eine natiirliche Zahl n heif3t kongruente Zahl, wenn es ra-
tionale Zahlen a, b, c mit a>+b* = ¢> und n = ab/2 gibt. Zum Beispiel ist 5 eine kon-
gruente Zahl (man kann a =20/3, b =3/2,c = 41/6 nehmen), 4 aber nicht. Hier gibt
es wieder das Problem, dass es nicht ausreicht, endlich viele Moglichkeiten durch-
zuprobieren, um auszuschliefen, dass eine gegebene Zahl kongruent ist. (Schla-
gen Sie zur [llustration in der englischen Wikipedia-Seite die Darstellung von 157
nach!)

3.3. Haben diese Ergebnisse auch Anwendungen? Die Antwort auf diese Frage
ist zwar nicht einfach Nein (siehe unten), allerdings z&hlt wohl fiir die meisten
Mathematiker*innen, die sich mit solchen Problemen wie den oben genannten
beschiftigen, mehr der Spafd am Knobeln und Tiifteln an schwierigen Problemen,

mit denen sich teilweise schon seit Tausenden von Jahren Forscher*innen befasst
haben.

Auch im Studium sind die Anwendungen oft hochstens im Hintergrund zu sehen,
und sind in den meisten Vorlesungen nicht der Kern der Beschéftigung. Je nach
Spezialisierung ist es dann gegen Ende des Bachelor-Studiums und im Master-
Studium etwas anders: Beispielsweise in der Algebra spielen Anwendungen kaum
eine Rolle. In der Numerik und Optimierung gibt es auch viele Fragestellungen,
die einen direkten Anwendungsbezug haben. Grundsitzlich ist aber — im Gegen-
satz etwa zu einem Ingenieursstudiengang — in der Mathematik das systemati-
sche, strukturelle Verstdndnis eines Problems wichtiger als die konkrete Anwen-
dung(smoglichkeit).


https://en.wikipedia.org/wiki/Sums_of_three_cubes
https://de.wikipedia.org/wiki/Vermutung_von_Birch_und_Swinnerton-Dyer
https://de.wikipedia.org/wiki/Kongruente_Zahl
https://de.wikipedia.org/wiki/Kongruente_Zahl
https://en.wikipedia.org/wiki/Congruent_number
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Dennoch sind Sie als Mathematiker*in hervorragend fiir den Arbeitsmarkt ausge-
bildet. Die Berufschancen fiir Mathematiker*innen sind seit Jahrzehnten durch-
gingig, und auch aktuell, sehr gut. Die Fertigkeiten, die fiir das Bearbeiten ab-
strakter mathematischer Probleme erforderlich sind und im Studium vermittelt
und geiibt werden, sind ndmlich auch im Berufsleben wichtig und gesucht: Kom-
plexe Probleme strukturieren und verstehen, und dariiber mit anderen kommu-
nizieren; Durchhaltevermogen; extrem prizise Darstellung von Sachverhalten;

Ein Blick in die Geschichte der Mathematik zeigt, dass (fast) alle mathematischen
Theorien irgendwann auch fiir Anwendungen aufierhalb der Mathematik ausge-
nutzt werden, sei es in anderen (Natur-)Wissenschaften, sei es fiir “ganz konkrete”
Anwendungen im Alltagsleben.

Die direktesten Anwendungen fiir zahlentheoretische Ergebnisse finden sich wohl
in der Kryptographie (hier geht es um Methoden, um Nachrichten sicher zu ver-
schliisseln; siehe zum Beispiel [KP])und in der Kodierungstheorie. Die Kodierungs-
theorie ist die Theorie von “Codes”, die dazu dienen, Nachrichten so zu iibertra-
gen,dass Ubertragungsfehler erkannt und bestenfalls automatisch korrigiert wer-
den konnen. Zum Beispiel werden die Informationen auf einer CD mit einer ge-
wissen Redundanz abgespeichert, damit auch bei einem Lesefehler (zum Beispiel
einem Kratzer auf der CD) alle Informationen noch rekonstruiert werden kénnen.
In der Kodierungstheorie werden Verfahren entwickelt, wie das mdoglichst effizi-
ent gemacht werden kann, also ohne das Datenvolumen unnétig zu erh6hen.
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